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Цель работы состоит в обобщении результатов применения методов фрактальной геометрии в различных
радиофизических системах и исследования процессов, происходящих в них. Методы. Изложение построено в виде
краткого обзора ряда работ, посвященных новым методам генерации, приёма и передачи сигналов различных диа-
пазонов частот, в том числе сверхвысокочастотных сигналов, с использованием подходов фрактальной геометрии.
При этом целесообразным было привести примеры построения таких классических фракталов, как кривая Пеано,
«салфетка» и «ковёр» Серпинского, кривая Коха и др., и указать размерность Хаусдорфа для них. Идея построе-
ния указанных фрактальных кривых и объектов с некоторыми модификациями лежит в основе создания реальных
физических систем. Результаты. Проведённый обзор показал, что фрактальные объекты активно применяются при
конструировании фрактальных антенн, фрактальных резонаторов и фильтров, построенных на их основе. Также учёт
фрактальной поверхности катода даёт определённые преимущества и объясняет некоторые экспериментальные ре-
зультаты. Указаны и некоторые другие области применения фракталов, где важную роль играет сложность простран-
ственных или временных структур на разных масштабах. Следует отметить, что искусственно созданные элементы, о
которых идёт речь, обладают самоподобием лишь в определённой степени и в некотором масштабе, представляя собой
несколько первых итераций построения фрактальных кривых. В связи с этим они являются квазифрактальными или
префрактальными объектами. Заключение. Формирование фрактального мышления и фрактальный взгляд на мир в
целом позволили использовать принципы самоподобия при анализе работы и конструировании устройств. Очевидны-
ми преимуществами оказались возможное уменьшение габаритов, расширение частотного диапазона устройства и т.п.

Ключевые слова: фрактал, размерность Хаусдорфа–Безиковича, фрактальные антенны, фрактальные резонаторы, фрак-
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Purpose of this article is to generalize results of the application of fractal geometry methods in various radiophysic
systems and at study of processes occurring in them. Methods. The presentation is built in the form of a brief review of
a number of works devoted to new methods for generating, receiving and transmitting signals of various frequency ranges,
including microwave frequencies, using fractal geometry approaches. At the same time, it was advisable to give examples
of constructing such classical fractals as the Peano curve, Sierpinski triangle and Sierpinski carpet, Koch curve, etc., and
indicate the Hausdorff dimension for them. The idea of constructing these fractal curves and objects with some modifications
underlies the creation of real physical systems. Results.The review showed that fractal objects are actively used in the design
of fractal antennas, fractal resonators and filters built on their basis. Taking into account the fractal surface of the cathode also
gives certain advantages and explains some experimental results. Some other fields of application of fractals are indicated,
where the complexity of spatial or temporal structures at different scales plays an important role. It should be noted that
the artificially created elements in question are self-similar only to a certain extent, representing the first few iterations of
constructing fractal curves. In this regard, they are called as quasi-fractal or prefractal objects. Conclusion. Formation of
fractal thinking and the fractal view of the world as a whole made it possible to use the principles of self-similarity in the
analysis of work and the design of devices. The obvious advantages were a possible reduction in size, the expansion of the
frequency range of the device, etc.
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Введение

Предпосылки зарождения фрактальной геометрии как целого направления, сформировав-
шегося в конце XX века, по сути, связаны с работами французских математиков Гастона Мариса
Жюлиа [1] и Пьера Жозе Луи Фату [2]. В их трудах заложены теоретические основы по итераци-
онному исчислению рациональных функций на комплексной плоскости. Конечно, в те времена
не было возможности визуализировать результаты их исчислений, и, следует отметить, указан-
ные работы мало интересовали современников Фату и Жюлиа. Однако их труды послужили
серьезным толчком к открытию множества, известного сегодня как множество Мандельброта.
Как известно, сам Бенуа Мандельброт впервые ввёл термин «фрактал» в 1975 г. [3]. С работами
предшественников он познакомился задолго до этого, но только с появлением компьютеров ему
удалось получить графическое изображение этого множества, которое сегодня является симво-
лом фрактальной геометрии (см., например, [4–7]).

Интересно, что Мандельброт занимался исследованием ошибок, которые «возникали при
передаче компьютерной информации» [8]. Он пришёл к выводу, что ошибки появлялись не ха-
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отично, образуя кластеры, каждый из которых состоял из своих кластеров и т.д. И тогда фрактал
сочли лишь следствием компьютерной обработки чисел.

Значительный вклад в становление и развитие фрактальной геометрии внесли и Льюс
Фрай Ричардсон, который занимался исследованием длин побережья и границ государств, и
Феликс Хаусдорф и Абрам Самойлович Безикович, чьи имена связаны с фрактальной размерно-
стью.

Особенностью фрактальных структур является самоподобие, и именно это свойство при-
ближает их к природным объектам, для описания которых непригодны классические фигуры
евклидовой геометрии. «Облака – не сферы, горы – не конусы, береговые линии – не окружно-
сти, древесная кора не гладкая, молния распространяется не по прямой, – писал Мандельброт
в 1975 году» [9]. Причём фрактальность может наблюдаться не только пространственная, но и
временная. «Фракталы были чужды уютному евклидовому миру с его регулярными структура-
ми» [10].

Формирование фрактального мышления и фрактальный взгляд на мир в дальнейшем по-
влияли на различные области и сферы деятельности человека.

Долгое время авторы статей и книг о фракталах занимались различными способами их
построения, восхищались их красотой, находили их в произведениях искусства и литературы,
использовали их при сжатии изображений, при создании музыки из розового шума и много-
го другого [11], а также для исследования природных объектов и закономерностей, проявляю-
щих характерные черты самоподобия. Со временем исследователи перешли к созданию искус-
ственных фрактальных структур с последующим их применением в различных технологических
устройствах, в том числе радиофизических системах.

В работе представлен краткий обзор применения фрактальной геометрии и самих фрак-
тальных объектов при конструировании радиофизических устройств и исследовании процессов,
происходящих в таких системах. Конечно, следует уточнить, что при создании искусственных
фракталоподобных элементов речь идёт всё же о квазифрактальных структурах, которые обла-
дают самоподобием лишь в определённой степени и только в некотором масштабе.

1. Фрактальная размерность и некоторые примеры
фрактальных фигур

Как известно, для описания фрактальных множеств привычное понятие размерности
(1, 2 и т.д.) оказывается непригодным. И для таких объектов была введена специальная характе-
ристика. В книге [12] на стр. 89 отмечено, что понятие размерности Хаусдорфа «...расширило
классическое понятие размерности и позволило создать более точную классификацию геомет-
рических объектов. Так, фракталы, в высшей степени запутанные объекты..., определяются как
множества, размерность Хаусдорфа1 для которых не является натуральным числом».

Хаусдорф привёл строгое определение, требующее серьёзных знаний математики (см., на-
пример, [3–5]). Согласно той же книге [12] (стр. 79–80), альтернативное определение размерно-
сти Хаусдорфа–Безиковича ввели русские математики Лев Понтрягин и Лев Шнирельман.

Следуя изложению автора книги [12] для конкретного примера расчёта размерности Хаус-
дорфа–Безиковича плоской фигуры F , вписанной в квадрат, необходимо разделить сторону квад-
рата на «n» частей и покрыть фигуру F мелкими квадратами. Пусть их будет nF . Предположим,
что F – квадрат целиком. Тогда при делении квадрата на «n» равных частей получим n2 мелких

1В литературе, как правило, данный вид размерности носит название «размерность Хаусдорфа–Безиковича»: по-
нятие такой размерности ввёл Феликс Хаусдорф, а Абрам Самойлович Безикович продолжил его исследования.
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квадратов. Показатель степени 2 и есть размерность квадрата. Вернёмся к фигуре F . «Адекват-
ное» в терминологии [12] сравнение числа nF с числом частей n, на которое разделили сто-
рону квадрата, означает степень n, соответствующую числу nF . Действительно, для квадрата с
nF = n2, соответствующей степенью будет 2; в случае с диагональю – 1, поскольку nF = n1.
Тогда n, nF и d – показатель степени будут связаны соотношением nF = nd, откуда можно
выразить d в виде

d =
lnnF

lnn
.

Чем больше n, тем ближе число d к размерности Хаусдорфа–Безиковича D, то есть

D = lim
n→∞

lnN(n)

lnn
,

где N(n) – число мелких (бесконечно малых) квадратиков.
На самом деле размерность Хаусдорфа не является единственной характеристикой, кото-

рую можно использовать для описания фрактальных объектов. Таковыми являются также раз-
мерности Реньи, Минковского и др. (см., например, [4, 10, 13–15]). С математическим определе-
нием топологической размерности можно ознакомиться, например, в монографии [13].

Ю.А. Данилов заметил, что «...в большинстве эмпирических формул, в изобилии встре-
чающихся в любом инженерном справочнике, показатели степеней в различных зависимостях
такие некрасивые, то есть выражаются необъяснимо странными с точки зрения традиционной
физики дробными числами типа 1.1378... или 2.9315...» [16]. В качестве ответа он предполо-
жил, что, возможно, «при разрешениях, достижимых в технике, в игру вступает фрактальность
среды, поверхности и т.д., не принимавшаяся во внимание физиками, но вполне ощутимая на
эмпирическом уровне для инженеров».

Существует множество фрактальных геометрических фигур и объектов, построение кото-
рых подробно описано в литературе (см., например, [4,15]). В указанных работах можно ознако-
миться и с подробным описанием расчёта фрактальной размерности каждой из фигур. Выделим
некоторые из них.

Ещё в 1890 году Джузеппе Пеано предложил первый вариант построения самоподобной
кривой [17,18], которая полностью может заполнить квадрат, обегая все его точки (рис. 1). Следу-
ет отметить, что для представленной кривой Пеано топологическая и фрактальная размерности
совпадают D = DT = 2.

Кривая Гильберта предложена, как один из вариантов построения кривой Пеано. Описана
она немецким математиком Давидом Гильбертом в 1891 году [19].

Рис. 1. Первые четыре итерации построения кривой Пеано

Fig. 1. First four iterations of constructing the Peano curve
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Рис. 2. Первые три итерации построения кривой Мура

Fig. 2. First three iterations of constructing the Moore curve

Американский математик Элиаким Гастингс Мур исследовал замкнутую кривую, объеди-
няющую изначально четыре копии кривых Гильберта [20], названную впоследствии кривой Му-
ра (рис. 2).

Кривая Коха или триада Коха (состоящая из трёх соединённых кривых), названная в честь
открывшего её в 1906 году шведского математика Нильса фон Коха [21], представлена на рис. 3.
Для неё рассчитанная размерность Хаусдорфа–Безиковича составляет D ≈ 1.2628.

Интересная иллюстрация бесконечной длины кривой Коха приведена в [12] на стр. 83–84:
«Теперь представьте себе, что кривая Коха – дорога... Любой участок кривой Коха имеет бес-
конечно большую длину – она содержит так много поворотов, что проехать по ней от начала до
конца невозможно... Похожими свойствами обладает дорога, проходящая вдоль побережья Га-
лисии в Испании. Расстояние, отделяющее устье реки Миньо и мыс Эстака-де-Барес, по прямой
составляет чуть больше 200 километров. Но попытайтесь проделать этот путь, следуя вдоль
побережья, и он покажется вам бесконечным: автомагистраль будет петлять вдоль каждой ре-
ки, идти в объезд всех гор, мысов и заливов. Десять километров, разделяющие устье реки
и мыс, превращаются в сто и даже больше, и путь кажется бесконечным. Именно это (пусть
и в несколько преувеличенном виде) произойдёт, если мы попытаемся проехать вдоль кривой
Коха».

Известны также «салфетка» и «ковер» (рис. 4, а и 4, b), представленные польским матема-
тиком Вацлавом Серпинским [22], которые могут быть перенесены на объёмные тела. Австрий-

a

b

Рис. 3. а – Кривая Коха; b – первые четыре этапа построения триады Коха

Fig. 3. a – Koch curve; b – first four iterations of constructing the Koch snowflake
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a b c
Рис. 4. а – Салфетка Серпинского; b – ковер Серпинского; c – губка Менгера

Fig. 4. a – Sierpinski triangle; b – Sierpinski carpet; c – Menger sponge

a b
Рис. 5. а – Кривая Серпинского; b – кривая Минковского

Fig. 5. a – Sierpinski curve; b – Minkowski curve

ский математик Менгер предложил объёмный аналог «ковра» Серпинского (рис. 4, c). Фракталь-
ная размерность губки Менгера D ≈ 2.7268. Также существует фрактальная кривая Серпинского
(рис. 5, а), кривая Минковского (рис. 5, b) и многие другие.

2. Применение фрактальной геометрии в теории антенн

Особое внимание следует уделить такому приложению фрактальной геометрии, как созда-
ние фрактальных антенн для передачи и приёма сигналов. Очевидно, принципиальное отличие
таких антенн от традиционных заключается в их геометрии. По-другому этот класс устройств
ещё называют «ломаными» антеннами. Благодаря численному моделированию и натурным экс-
периментам выявлено, что фрактальные антенны и антенны обычной формы имеют сравнимые
коэффициенты усиления. Однако преимущество первых состоит в их компактности и малых
габаритах, что оказывается важным для мобильных устройств. При этом успешно решается и
проблема широкополосности. Можно использовать всего лишь одну фрактальную антенну, в то
время как традиционных антенн нужно несколько для разных частотных диапазонов.

Интересно, что еще в 1980 годах были предложены логопериодические и спиральные кон-
струкции, которые являлись неким прообразом современных фрактальных антенн, хотя в стро-
гом математическом смысле на момент разработки такие структуры не были связаны с фрак-
тальной геометрией [23, 24].

Согласно краткой исторической справке о создании фрактальных антенн из обзорной ста-
тьи [24] обычно упоминается работа 1986 года Я. Кима и Д. Джагарда [25]. Результаты тео-
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ретических исследований возможности создания многополосной антенны за счёт фрактальной
формы впервые были представлены в работах [26,27]. Как отмечается в работе [28], начало прак-
тической реализации фрактальных антенн положил инженер Н. Коэн [29] в 1995 году. «Чтобы
обойти запрет бостонских властей устанавливать на домах наружные антенны, он замаскировал
антенну своей радиостанции под декоративную фигуру, выполненную на основе фрактальной
ломаной, описанной шведским математиком Хельге фон Кохом (Helge von Koch) в 1904 го-
ду» [24].

Итак, известны различные модификации фрактальных антенн на основе приведённой ра-
нее кривой Коха (рис. 3, а) (см., например, [30–34]). Сравнение экспериментальных показателей
для кривой Коха и для других периодических систем, например, спирали и меандра, подтвер-
дило, что кривая Коха наилучшим образом подходит для многодиапазонных приложений [32].
Причём образующий треугольник не обязательно должен быть равносторонним с углом при ос-
новании в 60◦, как привычно встречать в литературе. В работе [30] представлены результаты
и для других значений указанного угла. Автор [30] показал, что при этом меняется фракталь-
ная размерность антенны и, соответственно, её характеристики (внутреннее сопротивление на
резонансной частоте, основная резонансная частота и т.п.).

В качестве примера приведём количественные характеристики для L-образной антенны
[34] (рис. 6, а). Размеры такой антенны 12.33 мм × 10.16 мм для мобильных устройств с частотой
несущей 2.4 ГГц. При этом указанные размеры ∼ λ/10 × λ/12, где λ – длина волны на частоте
несущей. Полоса пропускания 20%, кпд – 93%.

Кривая Пеано в исходном построении (см. рис. 1) не подходит для создания проволочной
антенны из-за соприкасающихся участков. Поэтому в патенте [35] предложена следующая мо-
дификация (рис. 6, b). Но для изготовления щелей в стенках волновода и печатных фрактальных
антенн исходный вид рис. 1 вполне приемлем.

Известны примеры фрактальных антенн, построенные на основе ломаной Минковского
(см. рис. 5, b) и её модификациях (см., например, [35–39]). Как отмечено в [40], антенна, по-
строенная на основе ломаной Минковского с прямоугольным шаблоном, на резонансной частоте
2.45 ГГц имеет более широкую полосу пропускания, нежели антенны, построенные на основе
кривых Коха и Минковского, меньшие размеры и большее значение сопротивления [38].

В работах [41–44] содержатся сведения об антеннах на основе кривой Гильберта. Однако в
[43] показано, что в случае запитывания антенны по краю снижается внутреннее сопротивление,

a b
Рис. 6. a – L-образная антенна на основе кривой Коха с изгибом на 90◦ в точке, делящей сегмент как 2:1 [34];
b – модификация кривой Пеано для проволочной антенны [35]

Fig. 6. a – L-viewed transformed the Koch curve antenna with two-thirds length rotated 90◦ [34]; b – modification of the
Peano curve for wire antenna [35]
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a b

Рис. 7. а – Ломаная Осгуда [24, 45]; b – Фрактал Лебега [24, 46]

Fig. 7. a – Osgood curve [24, 45]; b – Lebesgue curve [24, 46]

и она по характеристикам (кпд, добротность, ширина полосы пропускания) уступает той, которая
выполнена в виде меандра.

На рис. 7 приведено несколько интересных для теории антенн конфигураций, не все элек-
тродинамические свойства которых хорошо изучены на настоящий момент [20, 22, 30, 45, 46].
Причём, как указывалось в первом разделе, на основе тех же фрактальных объектов можно кон-
струировать и плоские фигуры в виде фрактальных деревьев, и также перейти к их объемным
аналогам, что остаётся справедливым для теории антенн [47].

Ещё раз следует сделать акцент на том, что при разработке антенн используются не под-
линные фракталы, а лишь несколько итераций соответствующих построений. В литературе по
теории фрактальных антенн их принято называть кривыми, заполняющими пространство или
плоскость [30, 35, 48]. В некоторых случаях используется термин «префрактал».

Автор [40] отмечает, что в случае проволочных конструкций антенн допустимо пересе-
чение лишь начального и конечного участков [35], то есть ни один из сегментов фрактальной
антенны не может быть замкнутой кривой, хотя сама она, в целом, может являться таковой. Ещё
накладываются ограничения на характерный размер сегментов – он должен быть менее деся-
той доли рабочей длины волны для рассматриваемой антенны в свободном пространстве; и на
количество связанных участков – их должно быть более десяти штук. В качестве примера на
рис. 8 приведены некоторые изображения реальных фрактальных антенн [49, 50]. Развёрнутый
анализ и подробное описание многих видов антенн, исследование их параметров и диаграмм
направленности представлены в главе 11 монографии [51].

Рис. 8. Фрактальная антенна мобильных устройств [49,50]

Fig. 8. Mobile Fractal Antenna [49, 50]
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3. Квазифрактальные резонаторы

Использование принципов фрактальной геометрии открывает новые возможности и в СВЧ-
электронике. В работе [52] сделан акцент на перспективах развития направления по созданию
фрактальных радиосистем различного назначения. Показан метод анализа электродинамиче-
ских свойств фрактальных антенн, который может быть успешно применён и при исследова-
нии фрактальных магнонных кристаллов, фрактальных экранов и других фрактальных частотно-
избирательных поверхностей.

Особое внимание следует обратить на создание конструкций колебательных систем, нетра-
диционных для СВЧ-электроники, – фрактальных резонаторов [52].

Имеющийся опыт применения фрактальных резонансных структур в СВЧ-антеннах по-
влиял на идею об исследовании характеристик новых типов двухзазорных резонаторов с ква-
зифрактальными элементами, которые могут быть использованы в конструкции многолучевых
клистронов [53, 54] и клистродов [55, 56].

На настоящий момент клистроны применяются в бортовых и космических системах ра-
диолокации, навигации, связи и др. [57]. Необходимость подобных исследований связана с пе-
реходом на новые частотные диапазоны и требованием дальнейшего увеличения мощности, по-
вышения КПД, расширения полосы частот. При этом предпочтительным остаётся уменьшение
массы и размеров прибора.

В работе [58] приведены результаты анализа резонансной системы, созданной на основе
высокодобротной полосковой линии, центральный проводник которой выполнен в виде «тре-
угольника Серпинского». Исследуемые квазифракталы относятся к классу древовидных. В упо-
мянутых работах впервые описана методика построения внутренней конструкции двухзазорного
квазифрактального резонатора с использованием простых геометрических преобразований: от-
ражение, вращение и подобие (рис. 9). Построенное фрактальное «дерево» (соответствует индук-
тивной части резонатора) помещалось внутри полого цилиндра, основаниями которого являлись
две плоскости с пролётными отверстиями – двойными высокочастотными зазорами, число кото-
рых совпадает с количеством лучей многолучевого клистрона. По предположению авторов [58],
следствием использования фрактальной формы резонансных элементов должно быть упомяну-
тое уменьшение габаритов и облегчение реализации двухмодового режима взаимодействия с
электронным потоком на кратных резонансных частотах.

На основе проведённых исследований авторы работ [53,54,59] пришли к выводу, что разра-
ботанный ими алгоритм построения многоканальных двухзазорных квазифрактальных резонато-

a b

Рис. 9. а – Вторая итерация; b – пятая итерация [58]

Fig. 9. a – Second iteration; b – fifth iteration [58]
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ров позволяет создать компактные мощные многолучевые клистроны, работающие в диапазоне
частот от 2 до 4 ГГц. Выходная мощность такого 10-лучевого клистрона составляет 70...75 кВт,
а предельное значение электронного КПД – 80%. При этом в резонаторной системе размещено
шесть резонаторов. В работе [59] отмечается, что клистрон с такими характеристиками может
быть использован в качестве источника СВЧ-энергии в ускорителях заряженных частиц и в уста-
новках СВЧ-нагрева. Проведённый сравнительный анализ с однолучевым клистроном-аналогом
показал увеличение выходной мощности в 1.5 раза, повышение КПД на 4%, а также снижение
ускоряющего напряжения в 2 раза.

В работе [56] представлены результаты численного моделирования режима работы двухза-
зорного фрактального резонатора многолучевого клистрода (рис. 10). Исследовано влияние неод-
нородности высокочастотного электрического поля на его электродинамические и электронные
характеристики. В той же работе [56] авторы отмечают, что при расчётах этих параметров тре-
буется высокая точность, поскольку фрактальные резонаторы имеют достаточно сложную гео-
метрию, и распределение высокочастотного поля внутри является существенно неоднородным.
Конструкция резонатора основывается на трёх соединённых древовидных фракталах Пифаго-
ра [60]. На основе проведённого анализа авторами [56] показано, что преимуществами клистрода
с квазифрактальным резонатором являются более высокая долговечность (в 2–3 раза выше, чем
у магнетронов) и возможность управления уровнем выходной мощности в широких пределах.

Вариант фрактальных взаимосвязанных СВЧ-резонаторов электромагнитных колебаний
предложен в [61]. Он выполнен в виде диэлектрических трёхгранных односторонних поверхно-
стей с металлическими обкладками, которые образуют кольцевую структуру (рис. 11). Замыкание
происходит в виде поверхности Мёбиуса. Таким образом, в поперечном сечении имеется четыре
трехфазные ёмкости, образованные плоскостями треугольных диэлектриков, а индуктивная часть
формируется за счёт четырёх короткозамкнутых участков, каждый из которых имеет три витка
благодаря идее применить поверхность Мёбиуса. С помощью такого устройства, как утверждают
авторы [61], можно улучшить взаимосвязь электрических и магнитных полей в фрактальных ре-
зонаторах в режимах бегущей и стоячей волн. Подобная конструкция пригодна для резонаторов
и фазовращателей СВЧ, предназначенных для генерации, преобразования и передачи сигналов
некоторой частоты на базе цифровой активной фазированной антенной решётки.

5

a b
Рис. 10. а – Фрактал Пифагора; b – конструкция резонатора [56]: 1 – опорный проводник – «ствол», 2 – радиально
направленные проводники – «ветки», 3 – центральные электроды – «листья», 4 – пролетные каналы, 5 – цилиндриче-
ский корпус резонатора, 6 – боковые крышки, 7 – пролетные трубы

Fig. 10. a – Pythagoras tree; b – resonator design [56]: 1 – central conductor – «trunk», 2 – radially directed conductors –
«branches», 3 – central electrodes – «leaves», 4 – transit channels, 5 – cylindrical resonator body, 6 – side covers, 7 – transit
pipes
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Рис. 11. Фрактальный резонатор в виде ленты Мёби-
уса [61]

Fig. 11. Mobius strip fractal resonator [61]

Попытки усовершенствовать частотно-
избирательные устройства в СВЧ-диапазоне
привели к изучению фильтров на основе фрак-
тальных резонаторов [62–65]. Например, в ра-
боте [66] рассматривается многомодовый ква-
зифрактальный микрополосковый резонатор
(модификация кривой Гильберта) и полосовые
фильтры на его основе. Для исследуемой си-
стемы характерно наличие двух полос с цен-
тральными частотами 2.43 и 3.47 ГГц при по-
терях 0.38 и 2.53 дБ, соответственно. Были
изготовлены также различные конфигурации
фрактальных фильтров нижних частот [64].
Автор работ [64, 66] отмечает, что результаты
экспериментов с изготовленными фильтрами
хорошо согласуются с результатами численно-
го моделирования.

4. Фрактальные катоды

Одно из направлений развития вакуумной СВЧ микроэлектроники связано с созданием
приборов с полевой эмиссией электронов [67]. Конструкция таких приборов, как правило, со-
держит автоэмиссионный катод (см., например, [68]), который характеризуется наличием эми-
тирующих острий, конусов, лезвий микронных размеров, что позволяет получить значительные
напряжённости электрического поля при сравнительно низких значениях приложенного напря-
жения. Поэтому важной характеристикой таких катодов является коэффициент усиления элек-
трического поля на остриях. Один путь повышения этого коэффициента связан с уменьшением
толщины вершины острия (см., например, [69, 70]).

Другой способ предложен в работах [67, 71]. Идея заключается в формировании префрак-
тальной поверхности с разного уровня ступенями (рис. 12): на выступах первой ступени распо-
ложены более мелкие выступы второй ступени, на которых, в свою очередь, могут располагаться
более мелкие и т.д. На основе последовательного анализа автор [67] пришёл к заключению, что
полный коэффициент усиления электрического поля на фрактальной многоступенчатой поверх-
ности окажется равным произведению коэффициентов усиления для каждой отдельной ступени.

Рис. 12. Катод с фрактальной поверхностью [67]

Fig. 12. Fractal cathode [67]

Следует отметить, что полученные в
[67, 71] соотношения для фрактальной эмис-
сионной поверхности полевых катодов позво-
лили объяснить результаты некоторых более
ранних экспериментов [72].

В рамках работы [73] была исследована
автоэлектронная эмиссия с фрактальной по-
верхности, ограниченной множеством Жюлиа
[3, 74]. Результаты анализа основных харак-
теристик автоэлектронной эмиссии позволи-
ли авторам [73] заключить, что основная до-
ля автоэмиссионного тока получена именно с
мелкомасштабных самоподобных неоднород-
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a b

Рис. 13. а – Структура протяжённого лезвийного автоэмиттера на основе кривых Пеано–Госпера; b – поперечное
сечение фрагмента автоэмиттера с учетом микроострий на гребне лезвия [76]

Fig. 13. a – Structure of extended blade autoemitter based on Peano–Gosper curves; b – cross-section of a fragment of
autoemitter taking into account micropoints on a blade ridge [76]

ностей. Именно на этих участках происходит существенное усиление поля. Кроме того, выясне-
на связь фрактальной размерности поверхности и её эмиссионных свойств. Последнее, в свою
очередь, может быть полезно при объяснении эмиссионных свойств целого ряда материалов со
сложной структурой поверхности в микроскопическом масштабе.

В 1991 году Иидзима открыл углеродные структуры, известные сегодня как углеродные
нанотрубки [75]. И с того момента опубликовано довольно много работ, посвящённых вопросам
их применения и исследованию их свойств. Оказалось, что массив углеродных нанотрубок, вы-
ращенных на поверхности катода, успешно может применяться в качестве источника электронов
в вакуумных приборах. Различные углеродные микро- и наноструктуры в последнее время при-
обретают всё больший практический интерес, что, в первую очередь, связано с рядом их преиму-
ществ по сравнению с тугоплавкими металлами. Также представляется важным рассматривать
их с точки зрения фрактальной геометрии, учитывая высокую степень сложности поверхности
углеродных микроструктур.

Благодаря анализу автоэмиссионных свойств углеродных острийных и лезвийных катодов
с помощью подходов фрактальной геометрии авторы [76] сформулировали технологически осу-
ществимые требования, предъявляемые к устройству холодных источников электронов с задан-
ными свойствами. Наиболее предпочтительной конфигурацией является углеродная фрактальная
решётка лезвийного типа с протяжёнными границами, и в качестве варианта предложен углерод-
ный автоэмиттер лезвийного типа с развитой фрактальной поверхностью (рис. 13), построенный
на основе фигуры Пеано–Госпера. Именно такая конфигурация соответствует наиболее эффек-
тивному низковольтному автоэмиттеру с высоким значением эффективной площади эмиссии.

Результаты исследования фрактальных свойств объектов, состоящих из углеродных нано-
трубок, представлены в монографиях [77, 78].

Заключение

Конечно, в приведённом обзоре рассмотрены далеко не все приложения фрактальной гео-
метрии в радиофизике и электронике. В заключение обозначим еще несколько областей, в кото-
рых идеи и подходы теории фракталов могут дать определённые преимущества.
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Предложен новый вид фрактальных сверхширокополосных сигналов [79]. Фрактальны-
ми называют такие сигналы, спектр или временная реализация которых имеют самоподобную
структуру, задаваемую множеством Кантора [80]. Исследуя задачи о восстановлении и обнару-
жении таких сигналов на фоне шума, авторы [79] обозначили достоинства фрактальных сверх-
широкополосных сигналов – их избыточность и повышенную помехоустойчивость, а также воз-
можность организации скрытой передачи данных, так как по форме такой сигнал может быть
шумоподобным. В целом, с их преимуществами и недостатками можно ознакомиться в рабо-
те [79].

В Институте электромагнитных исследований (Харьков, Украина) впервые была разрабо-
тана и успешно испытана помехозащищённая система двухканальной фрактальной связи [80].
Система пригодна как для передачи фрактальных видеосигналов по кабельным линиям, так и по
эфиру, с использованием несущей, промодулированной сигналами с фрактальными спектрами
разных видов. При этом исключается возможность несанкционированного доступа к передавае-
мой информации.

Известны попытки дополнить существующую модель лавинного пробоя p–n перехода за
счёт учёта обнаруженных фрактальных свойств спектральных характеристик для микроплазмен-
ного шума в образцах светодиодов [81].

На настоящий момент в виде фрактальной фигуры создаются диффузоры для подавле-
ния вторичного излучения и вибраций от источников звуковоспроизводящей аппаратуры. Как
указывает производитель [82], большую часть энергии нежелательных колебаний фрактальный
диффузор рассеивает за счёт фрактальной формы.
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